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Zur nichtlinearen Feldtheorie

Von JocHEN LINDNER *

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitit Mainz
(Z. Naturforschg. 16 a, 346—356 [1961] ; eingegangen am 7. Dezember 1960)

Es wird ein Losungsverfahren fiir die Feldgleichungen der nichtlinearen Feldtheorie von BecHErT
entwickelt, das ruhende Ladungs- und Massenverteilungen mit elektrostatischen und Gravitations-
feldern im Riemannschen Raum zu beschreiben gestattet. Eine spezielle Losung fiihrt zum statischen
Modell einer CouLomsschen Ladung, die durch Gravitationskrdfte zusammengehalten wird !. Mehr-
teilchenmodelle gibt es nur dann, wenn alle Teilchen gleichnamig geladen sind. Dynamische Schwie-
rigkeiten konnen in der vorliegenden unquantisierten Form der Theorie nicht behoben werden. Ab-
schlieend wird auf das Problem einer rotierenden Ladungsverteilung mit elektromagnetischem Feld
eingegangen, die ein klassisches Analogon zum Spin ist.

BecuerT hat in einer Reihe von Arbeiten eine
nichtlineare Feldtheorie entwickelt, die zunachst in
LorenTtz-invarianter Form 2, dann aber in allgemein
kovarianter Formulierung aufgestellt wurde3. Sie
fordert die Giiltigkeit der Einsteinschen Gleichun-
gen des Gravitationsfeldes fiir den materieerfiillten
Raum ¢ und der kovariant geschriebenen MaxwELL-
schen Gleichungen. An Stelle des phdnomenologisch
eingefiihrten Einsteinschen Materietensors T wird
jedoch ein neuer Tensor Y/ der gesamten Energie-
und Impulsdichte von genau bestimmter Form ver-
wendet. Ferner wird angenommen, daf} es eine im
Raum kontinuierlich verteilte Vierergeschwindigkeit
Ve gibt, so dafl dort, wo sich Ruhmassen und La-
dungen befinden, auch von ihren Stromungsfeldern
gesprochen werden kann. Die Erhaltungssitze fiir
die Gesamtenergie und den Gesamtimpuls, die Ruh-
massen und Ladungen ergeben sich von selbst; eine
zur Ruhmassendichte proportionale Invariante U ist
der Raumkriimmung R proportional; aus der Theo-
rie folgt das streng giiltige Bewegungsgesetz der
Materie. Die Losungen der Einsteinschen Gravita-
tionsgleichungen fiir den materiefreien Raum sind
auch Losungen der Becuertschen Theorie fir den
feld- und materiefreien Raum; so z. B. die Scawarz-
scHiLDsche, die Friepman-LEmaiTrEsche oder die Siv-
BERsTEINsche Losung®. Es bleiben also auch die
makrophysikalischen Folgerungen aus diesen Losun-
gen erhalten, wie etwa die Periheldrehungen der
Planetenbahnen oder die Lichtablenkung an der
Sonne. Die Becuertsche einheitliche Theorie der
Gravitation und des elektromagnetischen Feldes hat

* D 77, gekiirzter Teil einer Dissertation, Mainz 1960.

! K.Becuerr u. J. Linoxer, Ann. Phys., Lpz. (7) ,6, 361 {1960].

2 K. Becrert, Ann. Phys., Lpz. (6), 7, 369 [1950]; 10. 430
[1952]; 16,97 [1955].

dariiber hinausgehend jedoch zum Ziel, eine Theorie
der Elementarteilchen zu geben.

In der vorliegenden Arbeit wird eine allgemeine
statische Losung der Becuertschen Feldgleichungen
hergeleitet; aus ihr lassen sich physikalisch bemer-
kenswerte Losungen gewinnen, die einem oder meh-
reren gleichnamig geladenen Teilchen entsprechen.
Die Einteilchenlésung korrespondiert einem ruhen-
den Teilchen mit elektrostatischem Feld, das in gro-
Ber Entfernung coulombsch ist. Wie es in einer kon-
sequenten Feldtheorie der Fall sein muf}, folgen
hier auch die rdumlichen Verteilungen der Ladung,
der Ruhmasse, der elektromagnetischen und der Ge-
samtenergie aus den Grundgleichungen der Theorie.
Die Ladungsdichte ist Null im Zentrum des Teilchens,
steigt nach auflen hin zu einem Maximum an und
fallt dann rasch gegen Null ab. Alle mef3baren Gro-
Ben des statischen Modells, wie Ladung, Ruhmasse
und Energie, sind in jedem Volumen endlich, insbe-
sondere gilt das fir die Gesamtladung Q und die
Gesamtmasse M,; vgl. § 1. Diese einheitliche Theo-
rie der Gravitation und des elektromagnetischen Fel-
des gestattet es, den Zusammenhalt eines geladenen
Teilchens zu verstehen, indem die klassischen Eigen-
schaften des Teilchens, schwer und geladen zu sein,
auf geeignete, zeitlich unverdnderliche Deformatio-
nen des metrischen Feldes zuriickgefiihrt werden
konnen. Wie es von EINsTEIN bereits im Jahre 1919
vermutet wurde ¢, konnen in einer Gravitationstheo-
rie einfache Elementarteilchenmodelle aufgestellt
werden.

Es lassen sich auch Lésungen finden, die zwei

K. Becuert, Z. Naturforschg. 11 a, 177 [1956].

A. Emxstery, Ann. Phys., Lpz. (4) 49, 769 [1916].
L. SiserstelN, Phys. Rev. 49, 268 [1936].
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ZUR NICHTLINEAREN FELDTHEORIE

oder mehreren Teilchen einheitlichen Ladungsvorzei-
chens entsprechen. Physikalisch brauchbare statische
Lésungen, welche elektrischen Dipolen, Quadru-
polen usw. zugeordnet werden konnten, gibt es da-
gegen nicht, weil an sich mogliche formale Losungen
der Feldgleichungen unendlich groBie Feldenergien
ergeben wiirden. Bei den Losungen fiir mehrere
gleiche Teilchen treten dynamische Schwierigkeiten
auf: auch weit entfernte, miteinander in Wechsel-
wirkung stehende Teilchen sollten nach ihnen im
Gegensatz zur makroskopischen Erfahrung im Gleich-
gewicht verharren konnen; in Atomkernen konnte
jedoch ein Analogon zu derartigen Losungen ge-
sehen werden.

Abschlieflend wird das Problem einer stationaren
rotierenden Ladungsverteilung behandelt; neben den
elektrischen treten dann auch magnetische Feldstar-
kenkomponenten auf, und die azimutale Komponente
der Vierergeschwindigkeit ist im Gegensatz zum sta-
tischen Fall von Null verschieden. Derartige statio-
nire Probleme sind mathematisch ungleich schwieri-
ger zu behandeln als statische. Kénnte man exakte
oder geniherte Losungen finden, so lieBe sich das
Verhiltnis des Ladungsquadrats zum mechanischen
Drehimpuls berechnen; man hitte so eine klassische
Theorie der SommerrELDschen Feinstrukturkonstan-
ten.

§ 1. Modell einer Coulombschen Ladung

In einer friitheren Arbeit wurde das Modell einer
CouromBschen Ladung in der nichtlinearen Feld-
theorie von Becuerr besprochen!. Ging man vom
folgenden Linienelement im Riemannschen Raum
aus:
ds? = gu dz, dz, = e 2 [e* (daf + 27 da3)

+ a3 sin® z, dag] 4 e dai, (1)

d. h.

21—2 . 2 242y, . ) —2».
gun==¢ - Zoa=%1 € 5 833=18IN"Zx€ ’
gu=¢€";  gw=0, wenn u=v, (2)

so lieB} sich zeigen, daBl mit
v=L[r;; A= —(1—n)L%sin®x,/227 (3)

eine vollstandige, physikalisch bemerkenswerte Lo-
sung aller fiir die vorliegende Theorie charakteristi-
schen Gleichungen gewonnen werden konnte. z, , z,,

7 Q¢ ist die Ladung in konventionellen elektrostatischen Ein-
heiten, wihrend in der Arbeit mit rationellen Einheiten
gerechnet wird. Esist Q= V4 a Q¢ .
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x; entsprechen Kugelkoordinaten r, &, @, z,=ict.
L und # sind verfiigbare Konstanten, fiir die Un-
gleichungen

L>0; 7>0 (4)

gelten miissen, wenn die Losung brauchbar sein soll.
Sie entspricht einem ruhenden Teilchen mit elektro-
statischem Feld, das in grofler Entfernung in das
Feld einer CourLomsschen Punktladung iibergeht. Die
Linearabmessungen des Teilchens sind von der Gro-
Benordnung der Konstanten L, die mit der Gesamt-
ruhmasse M, und der Gesamtladung Q. (s. Anm.7)
durch die wichtige Beziehung

L=Q3M,c? (5)

verbunden ist; L ist also der ,klassische Teilchen-
radius®, fiir ein Elektron der klassische Elektronen-
radius 79=2,84-1071% cm. Der CouLomBschen Ab-
stoBung des entweder positiv oder negativ geladenen
Teilchens wird durch die Gravitationskrafte genau
das Gleichgewicht gehalten. Das Reziproke 1/7 der
dimensionslosen Zahl

n=G6 Ms/Q: (6)

entspricht der klassisch berechenbaren Eppincron-
schen Konstanten, die das Verhaltnis der Couroms-
Krifte zu den Gravitationskraften angibt.

Die hier skizzierte Losung ist nur ein Spezialfall
einer sehr viel allgemeineren statischen Losung des
BecuerTschen Gleichungssystems; sie soll im folgen-
den hergeleitet und auf ihre physikalischen Konse-
quenzen hin untersucht werden.

§ 2. Grundgleichungen, Interpretation

In der nichtlinearen Feldtheorie von BecuerT wer-
den die folgenden Groen verwendet ®: die Kompo-
nenten gu.» des metrischen Fundamentaltensors mit
der Eigenschaft gu.»=g.., die Komponenten der
Vierergeschwindigkeit

Ve =dwa/ds ., (7)

die Komponenten F*” des elektromagnetischen Feld-
tensors mit der Eigenschaft

F/u o F",“ (8)
und die Ladungsinvariante C. Zwischen diesen Gro-

8 Siehe Anm.3. Der Strichpunkt bedeutet kovariante, der
Strich gewohnliche Differentiation. Wir benutzen die
Einsteinsche Summenvorschrift.
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Ben bestehen in der BecuerTschen Theorie die Feld-
gleichungen:

Ry =1g/R—xY}; (EwsteN-Gleichungen) (9)

By 87 } (MAXWELL- (10)
Fiuv+ Fup i+ Foi. u=0; Gleichungen)  (11)
Vev,=1. (12)

R} ist der gemischte Riemannsche Kriimmungstensor
zweiter Stufe, R =R} der Kriimmungsskalar. » hat
die Bedeutung:

z=8nG/ct. (13)

An Stelle des Einsteinschen Materietensors wird Y7,
der Tensor der gesamten Energie- und Impulsdichte
verwendet:

Yi=T; 4+ UV¥V,; (14)

T4 bedeutet den MaxweLLschen Spannungstensor:

T¢ = F*F,,—1g* F*F,,. (15)
U ist der Ruhmassenskalar; es gilt wegen 73 =0 :
R=x»U. (16)

Das streng giiltige Bewegungsgesetz der Materie
heiBt [s. Anm. 3, Gl. (4.4)]:

Ul:dma + I dzu dxq — P2 8,

ds? M ds ds

(17)

I'%, sind die CaristorreL-Symbole.

Den ko- und kontravarianten Feldgroen ordnen
wir im Falle orthogonaler Koordinaten physikalische
MeBgrolen in folgender Weise eineindeutig zu
(E; = elektrische, H;=magnetische Feldstarke, b=
raumlicher Geschwindigkeitsvektor) :

fre= +Vﬁ2712 > fis= +Vf'i’3'1?13 > UsSw.
v1=+VVl—I71 s U2=+VV2 Vs,

(18)
(19)

usw.

fur identifizieren wir mit dem Lorentz-invarianten
Tensor des elektromagnetischen Feldes:

0 Hy —H, —iE,
_ —Hy 0 H, —iE, 20
fuw= H, —H, 0 —iE, |’ 20
iE, iE, iE, 0

v. mit dem Lorentz-invarianten Vierervektor der
Geschwindigkeit:
v 1 |o]
v (i visp)s b= 5
Die Viererstromdichte ist proportional zur Ladungs-
dichte 0g:

(21)

1 g
S,;EC‘U”=(6'QQD,IQQ), (22)
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und es folgt durch Vergleich mit (21):
C=igeV1-p. (23)

Nach leichter Umrechnung bekommt man fiir die im

Volumenelement d7g = Vg, &os 833 dz; dz, dzy be-
findliche Ladung:

0gdty= —iC V4 Vg dz, dz, dzy; (24)
g=|| gur || ist die Determinante der gu» .

Aus der Form (14) fir Y} folgt insbesondere,
daB —Yi die Gesamtenergiedichte, —T% die elek-
tromagnetische und —UV*V, die Gravitations-
energiedichte sind. Nun 1t sich leicht die Ruh-
massendichte 0y, bestimmen; es ist namlich nach

Gl (21):
_UVAV,= —U v}

Deutet man das speziell-relativistisch, so entsprechen
der erste Term rechts der Ruhenergiedichte, die fol-
genden der kinetischen Energiedichte. Folglich erhilt
man fir die in d7, befindliche Ruhmasse:

4 N
Opodrg = — = Vg dz; dz, dzg.

c2

(25)

§ 3. Die Feldgleichungen in statischer rotations-
symmetrischer Darstellung

Eine vollstindige Losung der Feldgleichungen (9)
bis (12) besteht aus der Darstellung aller Tensor-
komponenten gu., F**, V*, C als Funktionen der z;
bis z, derart, da} alle Feldgleichungen erfiillt wer-
den. Im allgemeinen sind die Losungen zeitabhén-
gig; eine Losung, in welcher keine Feldgrofle von z,
abhéngt, soll ,stationdr® heilen (vgl. § 9).

Wir gehen aus von der MaBbestimmung im Rie-
MANNschen Raum:

2 o . o
ds® = guy dzu dzy = €* dai + e** das

+ e*xidai + e dxi,  (26)
dh  gy=e=1/g";  gn=€ =1/g";
s =21 =1/g"; gu=e=1/g";
8uw=0, wenn u =*v. (27)

Zy, %y, g entsprechen Zylinderkoordinaten r, z, @;
zg=1ict. Wir nehmen an, dal} o, 7, u, » sowie alle
elektromagnetischen Feldgroflen nur von z; und z,
abhingen; die Losungen sollen also stationdr und
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rotationssymmetrisch sein. Man bekommt (s. Anm. 8):

R = 64”("11!1‘*‘#!111‘*‘ Yt T+ s+

\ I 2
—0 (T +an + ) — 2 + ﬂ:‘

xy 2y

+e2r 0|212+0|2(0|2‘T|2+l‘l2+”'2)]3 (28a)

R} =720 Tint7Th (—‘7|1+T|1+,“|1+”|1)]

+ 72| 090t Miojat Vigia+ 0T+ a2

—T (Ulz‘f',“lz"’”m)]; (28b)

B =e 2o\ pyyy+ppn (—on+ 10+ + )
I |
£ x—l(_011+7|1+2ﬂil+”11)]

+ €727 Uoipt o (01— T+ e+ ”|2)} 3 (28¢)

R} —e~20| vy +vy (—op+Tn+un+v) + %}

et ot vy (Ga—Tio oty i (284)

-
B} = €729 piyiot+ Ve + sttt vivie— 0ja (i +v10)

—t (et — 22+ 52] (28¢)

x1

RI—RI—RI—RI—Ri—0. (281)

R= 6_2"[2 (Tt s+ 7un) —a|21+1121+/4‘f1+v?1
+ (ot T+ pnt+rn)?

+ ;11(—0|1+711+4/411+”|1)] (29)

+e72r [2 (O121F Bigiat Vi212) + 0 — TR+ i
+”?2+ (01— Tie+ M1+ "lz)z} .

Das elektromagnetische Feld soll rein elektrostatisch
und ohne azimutale (z3-) Komponente sein; das be-
deutet wegen (18), (20):

Fi2_p1s_ g _psa_g. (30)

Das erste MaxwerLsche Gleichungsquadrupel (10)
heifit nun:

1

F"“;azﬁ (Vg F¥2),, =0=Sk=CV*; k=1,2,3;
(31a)
e, = 1 (Vg ), (31b)

Ve | Ve P+ (Vg Py | =St=C 7M.
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Soll die Ladungsdichte nicht iiberall verschwinden,
so mull wegen (23) C ==0 sein, und es folgt:

V1=V2=V3=0; V4V4=g44(V4)2=1; (32)

€ _ = =
V4=T/E;: =ce 7 V4 =8Vg“=£e s
e2=1 (s. Anm.?);
d. h. aber: eine stationdre Losung der Grundglei-
chungen (9) — (12) ohne Magnetfeld ist statisch,

d. h. die Massen und Ladungen ruhen iiberall. Das
zweite MaxweLLsche Quadrupel (11) liefert nur

Fogi1 + Fyq2=0. (33)

Die Komponenten des MaxweLLschen Spannungs-
tensors sind nach (15):

Ti= — TS = § (F'*Fyy, — F*Fy,) (34 a)
—je e B — e R

T§— — Ti— —J(FUF,, + F*F,)  (34b)
= —§e ¥ (e Fi e ¥FY);

Ti=F4F;,—=e=20"2F  Fo, ; (34¢c)

T¢ =0 sonst. (34.d)

Die Feldgleichungen (9) geben nun

1R— Rl==xT}, (35 a)

IR—Ri=xT%=—=xTi, (35b)

3R— R} =xT%, (35¢)

—3R—Ri=«Ti=—=xT3, (35d)

Rl—xT}. (35¢)

Die restlichen Gln. (9) sind identisch erfiillt [vgl.
(281), (34d)]. (35a—d) sind wegen R=RY, nur
drei unabhingige Gleichungen. Durch Addition und
Subtraktion folgt aus (35 a,c) mit (34 a,b):

(3R —R}) — (R —R}) = —xe 2" Fj,, (36a)
GR—R}) +(3R— R} = —xe 22" F%,, (36b)

ferner folgt aus (35 ¢, d) :

R} + R} =0. (37)

Das ist eine Diff.-Gl. fiir die gu», die auBler den gu»
nur Diff.-Quotienten der gu.» nach z; und z, von
hochstens zweiter Ordnung enthilt. Man bekommt
eine zweite, nur zwischen den g.» und ihren Ablei-
tungen bestehende Gleichung, wenn man (35e€)

? Diese Darstellung der GroBen V* und ¥, stammt von Prof.
BEecHERT.
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quadriert, (34 c) beachtet und F3; und F3; mittels
(36) eliminiert:

(3R — R})® + &°72*(R})*= (R — R3>. (38)

Der weitere Losungsweg 1dt sich folgendermalflen
beschreiben: man wird versuchen, aus (37), (38)
alle vier von Null verschiedenen gu» zu bestimmen.
(36 a,b) liefert dann F,, und F,,, die aber noch
die Gl. (33) erfiillen miissen. /'* und C lassen sich
aus (32), (31b) berechnen. Die so gewonnene Lo-
sung braucht physikalisch nicht sinnvoll zu sein; sie
ist es nur dann, wenn Energie, Ladung und Rub-
masse in jedem Raumgebiet endlich sind und wenn
in materie- und feldfreien Gebieten in grofer Ent-
fernung von den Ladungen und Ruhmassen die
MaBbestimmung pseudoeuklidisch wird.

§ 4. Statische Losungen der Feldgleichungen
In den beiden Gln. (37), (38) lassen sich alle

e-Faktoren herausheben, wenn man

o=T

(39)

setzt, wie ein Blick auf die Form der R in (28)
zeigt. Dann heift (37) : :

(u+v)in+ (u+»)i2i2 + E (u+7v)n

+ [(u+») P+ [(e+2)2)* =0.  (40)

Diese homogene Diff.-Gl. fiir die Summe u+ v er-
fullen wir durch
(41)

u= —v.

i

Damit wird (38) :

2

1 o 2P, [1 ¢
[_ (6 +7) =1+ T[ (0+”)12_2”|1”12]
xy Z

(0 +7) i+ (04 o +0h +9% |+ (42)

Wir setzen l=o0+v (43)
und bekommen
A D) 0 \2 i 2
(o — st o o+ (o — 2
= (}*I1I1+}-|2I2+”121+”ﬁ2)-- (44)

Fiir =0 ist (44) eine Identitat, und man be-
kommt keine Bedingung fiir »(z, , z,). Fiir die Feld-
stirken miissen die Gln. (33), (36) erfillt sein.
Man bekommt wegen (39) und (43)

/9 / ’
F“=6i]¥ie”v|l  Fou=0i] 2 ewy; 02=1.

Nach (32), (31b), (16) lassen sich V4, C, U be-
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rechnen und damit auch nach (24), (25) die im Vo-

lumen 7, enthaltenen Ladungen und Ruhmassen:
0= [oqdry=—3]/2 1;

2¢
MOZ/QAWodr3=_xc2]; 52_—_1;
T3

i o o v =
]= /(V‘1+V|2“"V'1;]—V|2|2— ;{) e’ xy dl‘l dIg dxs «

Ts

Bei geeigneter Wahl der Funktion v =v»(z,, z,) di-
vergiert das Integral J nicht, so z. B. fiir

v=L[(z2+22)"” und L=const>0
[vgl. dazu Anm. !, Gln. (43), (44)]. Setzt man die

Konvergenz von J im betrachteten Raumstiick vor-
aus, so 1aBt sich die spezifische Ladung bestimmen:

Qc 0 . L"’V" -G =2.58-10"4
M, V4 M, ]/3 z V =2,58-10
(45)

el.st. CGS.-Einh.

G ist die Gravitationskonstante. Die spezifische La-
dung ist rdumlich konstant und um rund 20 Zehner-
potenzen kleiner als die spezifischen Ladungen der
im Rahmen der heutigen Mefigenauigkeit als geladen
geltenden Elementarteilchen: fiir das Elektron und
das Proton sind die spez. Ladungen 5,3-10'7 bzw.
2,6-10'* CGS. Erstreckt man das Integral / fiir das
oben angegebene » = L/ (z,% + z,%) "* iiber den ganzen
Raum, so erhélt man /=4 nL; da M, positiv sein
muf, ist ¢ = — 1, und es folgt

Q=—-4a8LV2/x; My=8alLjxc.

Da Neutronen und Neutrinos vielleicht nicht vollig
ungeladen, sondern nur mit unmefbar kleinen La-
dungen versehen sind, wollen wir probieren, was fiir
L herauskommt, wenn M, die Neutron- oder Neu-
trinomasse ist. Mit My= My Neutron = 1,67-10724 g
bekommt man L=1,11-10"52cm. Die Neutrino-
masse ist sehr viel kleiner als die Neutronen-
masse, das zugehorige L daher um das Verhiltnis
My, xeutrino/ Mo, Neutron  kleiner als 1,11-1072 cm.
Da L eine in der GroBlenordnung des Teilchens lie-
gende Linge und um das fast 10%%-fache (!) kleiner
ist als die ungefdhren Teilchendurchmesser, scheint
die Losung 4=0, v=L/(z;2+2,%)"* auch fiir ein
Neutron- oder Neutrinomodell nicht geeignet zu sein,
sie zeigt aber bereits, daf} in einer klassischen Theo-
rie der Gravitation und des elektromagnetischen
Feldes eine Massenverteilung durch ihre Gravita-
tionswirkung der CouLomsschen Abstoung durchaus
die Waage halten kann.
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Ein allgemeineres Losungsverfahren fiir Gl. (44)
spricht sich im folgenden merkwiirdigen Satz aus,
den wir sogleich beweisen werden.

Satz: Setzt man die auf der linken Seite von (44)
stehenden Klammerausdriicke gleich Null (wir schrei-
ben 2* an Stelle von /) :
A'i - v?1+vﬁ2 =0 und
x
und faBt die dadurch entstehenden Diff.-Gln. als
Diff.-Gln. fiir A* auf, so kann die Integrabilitits-
bedingung durch

— 273 =0

(46)

iy
x

Av=0 (47)

erfiillt werden. Ist v eine Potentialfunktion und 4*
eine Losung von (46), so stellen » und

A=y i* (48)

mit einer verfiigharen Konstanten y eine Losung
der Diff.-Gl. (44) dar.
Zunichst folgt aus (46) die Integrabilitatsbedin-

gung:
Alonn—Afz=2z1)2 (Vllll +vizi2+ l;li =2x124v=0,
(49)

denn der Klammerausdruck in (49) ist gerade der
Laprace-Operator in Zylinderkoordinaten, wenn »
nicht von z; abhingt, wie wir es vorausgesetzt ha-
ben. (49) erfiillen wir durch (47), denn der Fall
v|19=0 ist uninteressant. Setzt man (48) in (44)
ein, so bekommt man:
[ (y—1) (”?1_”?2)]2 + [ (y—1)-2 V|1V|2]2

= [7 (”ill _Vﬁz‘i‘ 2zyv), (7’1111‘*"’1212)) +"]11+”i')-z]2-
Wegen Av =0 kann man ¥|j; + ¥jz)2 durch — /2y
ersetzen und erhalt:

(=D 2[0R—7R)+ vy’ = (1 — )2 0+ o)

Dies ist aber eine fiir jedes » bestehende Identitat 1°.
In (46), (47), (48) haben wir eine sehr allge-

meine statische Losung der gy, bis g44 .

§ 5. Bestimmung der FeldgroBien
Fiir die Feldstarken erhilt man nach (36 a,b):

10 Bej einer Besprechung der Losungsmoglichkeiten der fiir
eine bestimmte Potentialfunktion formulierten GIl. (44)
hat Prof. Becuerr eine spezielle Losung gefunden, deren
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mit 6>=1 und 6>=1 gibt das:

Fiy=? zt]/ 20D ey 5 Fyy=83 /20D ey,

Die restliche MaxweLL-Gleichung (33) Fyy0=Faypy

verlangt 0 =0, und mit dem Potential @ bekommt
man:

¢=5l]/z(lf/_j e; 0°=1; Fyy=DPy; Fyy=Dp.
(50)
Mit den Gln. (46), (47), (48), (50) haben wir eine

vollstindige Losung der Becuertschen Feldgleichun-
gen (9) — (12) gewonnen. (32) und (31 b) liefern:

Viz=ee™; &2=1;

C=5fi]@@§"’)- O +9h). (51)

Fir die Krimmungsinvariante R und den Ruh-
massenskalar U folgt aus (16), (29):

R=xU=2(1-y) & 2% (i +5). (52)

C, R, U sind zueinander proportional und damit
auch die Ladungs- und Ruhmassendichten. In einem
raumlichen Volumen 73 befinden sich nach (25) die
Ruhmasse:

28(l= ) Gig oo
f oypdrg= — % / (viy+ ) e 2y doy dap dag

B : (53)

und nach (24) die elektrische Ladung:

(”]Zl‘f'vﬁz) e x; dz, dz, dz; .
(54)

Das rechts stehende Integral ist stets positiv; wir
setzen seine Konvergenz voraus (s. §§ 6,7). Dann
muf}, damit die Ladung reell wird,

r<1 (35)

sein; damit die Ruhmasse positiv ausfallt, ist
e= -1 (56)
zu setzen. So wird V*= —e™”, und fiir die spezifi-

sche Ladung eines beliebig grofen Raumgebietes er-
hilt man den konstantﬂ Wert (in konventionellen
CGS-Einheiten; 0o = V4 7 0gc) :

o —
*Qc /,_ Q o 3/2 =q
ou, _6]/ 1, & " em™secl.

(57)

Kenntnis fiir die Ableitung des obigen Satzes sehr niitzlich
war.
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Fir jede zuldssige Losung », 4 des § 4 hat die elek-
trische Ladung im ganzen Raum dasselbe Vorzei-
chen, das durch 6 = =1 bestimmt ist. Der theoreti-
sche Wert der spezifischen Ladung (57) kann durch
geeignete Wahl der verfiigbaren Konstanten y jedem
bei den Elementarteilchen gemessenen Wert gleich-
gesetzt werden.

Die Dichten der elektromagnetischen und der Ge-
samtenergie sind —74 und —Yi. Man bekommt
dafiir aus (34 b), (50), (52) und (14), (32):

—T4=3U; -Yi=-Ti-U=-3U. (58)
U ist nach (52) positiv. Frither wurde —U V4V,
= —U als Gravitationsenergiedichte eingefiihrt;
c? 0y, = U ist als Ruhenergiedichte anzusehen. Die
Gesamtenergie setzt sich zusammen aus der positi-
ven Energie des elektromagnetischen Feldes von der
GriBe der halben Ruhenergie und aus der Gravita-
tionsenergie, die der negativen Ruhenergie gleich ist.

§ 6. Einteilchenlosungen von der Form
Av=0, i=yi*

Wir verwenden der Einfachheit halber in diesem
Abschnitt Kugelkoordinaten r, ¢, ¢, welche 2, , 5, 25
entsprechen sollen. Geht man mit dem Ansatz

v=f(x;) "h(xp)

in die fiir Kugelkoordinaten formulierte Potential-

gleichung (47)
My =wan+ 20+ Dotz 28— 0 (60)
= B | @ ST g

(59)

ein, so erhalt man fiir 4 (z,) einfache Kugelfunktio-
nen 1. und 2. Art und fiir » die rotationssymmetri-
schen Losungen! (z=coszy; —1 <2< +1):

vp=(a; 2"+ ay xl_(n+1)) [by Pu(x) + by Qu(2)]; (61)

n=0,1,2,...; a;und b; sind Konstanten;

Pu() = 5oy [(@2=1)7] @ 5 (62)
Qu(x) =Pa(2) In |/ 117 4 Polynom (n—1)-ten
Grades. (63)

Symmetrisch zum Nullpunkt 2 =0 sind die Funktio-
nen Py, und Q3,.1, antimetrisch die Funktionen
Ps, .1 und Q. P, hat im Bereich —1 <2< +1
genau n einfache Nullstellen; auler Py=1 nimmt
jede Lecenpresche Kugelfunktion dort sowohl posi-
tive wie negative Werte an. Die , haben nach (63)

11 Sjehe z. B. MapeLune: Die math, Hilfsmittel des Physikers,
5. Aufl., Springer-Verlag, Berlin 1953, S. 103, und Jau~ke-
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logarithmische Singularititen bei x= 1, und zwar
ist lim Q,(z) = + oo . Wir miissen verlangen, da}
fir ;> © gyu=€e"»—1, d. h. »,—0 geht;
daraus folgt a;=0. Es muf} aber auch b,=0 sein,
denn sonst wiirde die Maflbestimmung (26) lings
der ganzen Polarachse z,=0 bzw. z, = singulir
werden. Physikalisch brauchbar sind also hochstens

die partikuldren Losungen:

Vn=an P1z(x)/x1n+1 (64 a)
und ihre Summe
v= D anPp(z) /2 1. (64 b)
n=0

Das in § 1 erwiahnte Modell einer Couromsschen
Ladung! geht von »=L/x; aus, d.h. von n=0
und ay=L>0. Wir zeigen jetzt, da} die aus (64)
fiir n>0 sich ergebenden Folgen physikalisch un-
zulédssig sind. Fihrt man (64 a) in das tber den
ganzen Raum erstreckte Integral aus (53), (54) ein,
so bekommt man in Kugelkoordinaten:

2
2 v —y 22 e
f(vu—i— '2) e’ x7 sin 2, dz, dz, dzg
oo 1

at

—2a [ [(gsh +h)
21=0 z2=-1
~exp{ —a, P, (z) [z,"1} dz dx,
Nun ist der im Exponenten stehende Term

(—ay Py(z)/z,""1) fiir die Kugelfunktionen P, P,,
Py . ... in mindestens einem z,-Intervall des Integra-
tionsgebietes positiv, und zwar fiir jedes zuldssige
x;, insbesondere fir x;— 0; d.h. aber, dal} das
Integral fiir n>0 divergiert. Auch Summen von der
Form (64 b) konnen die Divergenzen nicht beheben.
Die physikalisch brauchbare Losung vy =L Py (z) [z,
entspricht dem Felde eines elektrischen Unipols, wie
in der Arbeit! gezeigt wurde. Wir wollen uns iiber-
zeugen, dal} unsere Losung genau mit der dort auf
anderem Wege abgeleiteten iibereinstimmt; man ver-
gleiche dazu auch den § 1 der vorliegenden Arbeit.
Wir schreiben wieder » an Stelle von »; und gehen
zu zylindrischen Koordinaten z,’, ,’, ;" iiber; dann
wird v = L/ (z,"® + '2) . Fiir dieses » folgt aus den
Gln. (46) fiir 2*:

1 W’Lix"i’ B

T 2@t ap)

v und 2=y 4* sind dann Losung der Gl. (44). Wir

fiihren an Stelle von y eine andere verfiighare Kon-

Empe, Tafeln hoherer Funktionen, 4. Aufl., Teubner-Ver-
lag, Leipzig 1948, S. 105 ff.
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stante 7 = 1 — y ein und erhalten:
et iy (1—2) L2}
e T i
Das sind aber genau die Gln. (3), wenn man Kugel-
koordinaten z, , z, , 25 einfiihrt, d. h.

e s " /2 g .
Vzl“ + z,” =x; und zlll/xl‘ + xy =sinz,

setzt. Die elektrischen Feldgrofen leiten sich nach
(50) aus einem Potential @ ab:

¢=6il/€7_/ev 82_1; Fu=B,; Fp=Dps.

Das rechnen wir mit Hilfe der Interpretation (18),
(20) in die elektrischen Feldstirkekomponenten E,
und £, um und erhalten:

27) = B xlevl
Bi=0)/ % ety ““Vy (@ + )
B 6LV2" e ‘sxnxz.

2
279 1 2y  xe"
E,=07]/21 e~ V= LY 2L
B 27}e” lcosxz
=_—0L P

Die Feldstirke € ist also in Strenge radial gerichtet,
und zwar gilt mit einem radialen Einheitsvektor 1,:

v—2
FaBLY R ny
P

Damit € reell wird, muf} >0 angenommen wer-
den. Gesamtruhmasse M, und Gesamtladung Q kon-
nen nach (53), (54) ausgerechnet werden. Die In-
tegrale konvergieren nur fir L>0. So wird:
L
Q=—-4adL —2;777; M,= Ll

% c?

Wenn wir die Ladung Q in die Formel fiir die Feld-
stirke € einfiihren und die Ausdriicke (3) fiir »
und A verwenden, erhalten wir:

_ 0 L, A=-nL Si’f?fz}

(rationelle CGS-Einheiten).

In groBer Entfernung vom Teilchen, praktisch schon
fiir ; = 10 L herrscht das Couroms-Feld. Die Be-
ziehungen fiir M, und Q kénnen nach den Konstan-
ten L und 7 aufgelost werden; das gibt:
Q2 Q: : xc* M GM;
- M, T M, 7

42 M,

L ist also der ,,klassische Teilchenradius®“ — fiir ein
Elektron der klassische Elektronenradius ry=2,84
‘10733 em — und héngt erstaunlicherweise nicht
von der Gravitationskonstanten G ab, obwohl das
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Teilchen durch das Zusammenwirken von Gravita-
tion und Couroms-Kraft zusammengehalten wird,
wie wir in § 8 ausfiihrlich nachweisen werden. Die
Konstante  (=2,4-107% fiir das Elektron) gibt
das klassische Verhiltnis der Gravitationskrafte zu
den Couroms-Kriften an, wie es in einem euklidi-
schen Raum aus den Couroms- und Newrtonschen
Gesetzen folgen wiirde. Die in einem Volumenele-
ment drg enthaltene Ladung (24) kann unter Ver-
wendung der Gesamtladung Q geschrieben werden:

BE o .
0gdrg= rvrL Lz gin 2y Aoy dr, do, .
Der fir die Ladung im Volumenelement bei kon-
stant gehaltenem sin z, dz, dz, dz; charakteristische
Ausdruck

Py= QL —uim

4na?

,,,Q,, a,, —Llz,
47 Ox (e )
ist Null im Zentrum des Teilchens, steigt zu einem
Maximum an bei z;=L/2 und fillt nach auBen
quadratisch ab.

Die Losung (64 a) fiir n=0 entspricht also wie
behauptet einem elektrischen Unipol. Die Lésungen
(64 a) fiir n =1 sollten elektrischen Dipolen, Qua-
drupolen usw. entsprechen; sie liefern jedoch diver-
gente Integrale aller physikalischen Quantitaten und
sind deshalb auszuschlielen. Das ist ein befriedigen-
des Ergebnis, denn fiir jede Losung vom Typ (46),
(47) hat nach (57) die Ladung im ganzen Raum
ein einheitliches Vorzeichen: elektrische Multipole
koénnen mit diesem Losungstyp nicht beschrieben
werden.

§ 7. Das Zweiteilchenproblem

SiLBERSTEIN hat eine statische Losung der Ein-
stEINschen Gravitationsgleichungen angegeben, die
dem Feld zweier punktformiger Massen im Abstand
2 a entspricht3. Die Massen ziehen sich nicht an,
noch stoflen sie sich ab; SiLBeErsTEIN hat daraus den
Schlul gezogen, dal} sich materielle Teilchen nicht
als Feldsingularitaten auffassen lassen. BecaerT hat
darauf hingewiesen, dall diese SiLBersTEINsche Lo-
sung nur die Berechnung der Bewegung von Probe-
korpern im Feld der beiden festgehaltenen Massen
erlaube, daf} sie aber keine Losung des Zweikorper-
problems darstelle

Wir benutzen das zylindersymmetrische Linien-

12 K. Becuerrt, Z. Astrophys. 12, 117 [1936].
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element (26) und setzen als Losung von (47) an:
v=Ly[ri+ Ly/r, (65)

mit 7} =2} + (z,+a)2; 73 =22 + (2, —a)?.

2 a sei der konstante Abstand zwischen den einzigen
Singularitatsstellen (0, —a) und (0, +a) von ».
Dann ist nach der zitierten Arbeit 13:
2 L2 L L, (22 + 22 —a?
®__ s B ) L _
A Tl 1) (66)

17y

)+

zusammen mit (65) die Losung der Gln. (46), wo-
von man sich unmittelbar durch Einsetzen iiberzeu-
gen kann. » und 4=y 4* l6sen dann Gl. (44). Das
Linienelement (26) wird fir ry — c oder r,—
pseudoeuklidisch, wie man es fir den materie- und
feldfreien Raum verlangen muf3. Ladung und Ruh-
masse sind endlich, denn das iiber den ganzen Raum
erstreckte Integral aus (53). (54):

]=/”121 + "‘lz*?
=Sl
(67)

konvergiert fiir L; >0, Ly>0. Fiihrt man eine ef-

fektive Ladungsdichte 0. ot =00 V&11 &o» 33 €in. so
heifit Gl. (54):

f 0 drg= f 00.ett 1 Ay doy dzg .

T3 T3

e " xy doy dzy dag =

2L L2(1'1+1'§ a?)

rirg

e~ (Ly/ry+ Lslrs)

‘xy dry day dg

(68)

und es ist

9q, eff—5V (1:y) (v + vfp) e

= V2(1 ) [ Lz
(69)

0= 11 gibt die beiden moglichen Ladungsvorzei-
chen an. Setzt man der Einfachheit halber L; = L, =1,
so ldBt sich uber die Dichteverteilung folgendes sa-
gen: der entscheidende Ausdruck

it st + 2 (e + af — a?) 1

2L1Lq(x1+fo a.)

71 7‘)
. e—(Ldri—Lylrs) |

ist stets >0

und hat zwei Pole bei ;=0 und r,=0, im Null-
punkt (r;=r,=a) dagegen ein absolutes Minimum
vom Werte Null, nach auflen fillt er wie 1/r* gegen
Null ab. Dieser Funktionsverlauf wird in GIl. (69)
nur insofern wesentlich abgeindert, als die Nullstel-
len der Funktion exp { — (r; ! +7," 1)} die Singu-
laritaten iberdecken und dadurch in plausibler Weise
um die Stellen r; . ry =0 Waille von Null aus anstei-

13 Sijehe Anm. 3, Gl. (10) ; Anm. 2, Gl. (2).
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gender Dichte entstehen, die sich nach auflen hin
dem obigen Funktionsverlauf anschmiegen, zwischen
den Teilchen jedoch eine Senke bilden. Entsprechen-
des gilt fir die Dichten der Ruhmasse und der
Energie.

Fiir das Quadrat der elektrischen Feldstiarke be-
kommt man nach (18), (20), (50) :
E*=E3+E3 (70)

2(1—y) [L41 L32 L, Ly (21 + 23 — a”)] o,—9
T € L}
% 4 ri r3rd

andererseits nach der klassischen Elektrostatik fiir
das Feld zweier gleichnamiger Punktladungen Q,
und Q, im Abstand 2 a:

@ @

. 29192 (21 +-T§_— a®)
(47”') 4mr3)?

(4m)?rir}

(71)
(70) geht fiir gegeniiber L; und L, sehr grofle r;
und r, in (71) tber, wenn

Qi=470L V2(1—)/x;
Qu=470LyV2(1—7)/x
gesetzt wird. Die Losung (65), (66) der BecHERT-
schen Feldgleichungen entspricht somit einem stati-

schen Modell zweier gleichnamiger CouLomsscher
Ladungen im Abstand 2 a.

E*=E}+Ei=

(72)
(73)

§ 8. Dynamische Betrachtungen zu den
statischen Modellen

Ist der Abstand 2 a zwischen den Teilchenmittel-
punkten sehr grof} gegen die Langen L; und L,,
so darf man in klassischer Terminologie von zwei
gleichnamig geladenen, punktformigen und vonein-
ander weit entfernten Teilchen sprechen. Ebenfalls
nach klassischen Uberlegungen ist das Verhiltnis
der elektrostatischen Abstoung zur Massenanzie-
hung bei gleichen Teilchen = 1/% (vgl. §1) und
von der Groflenordnung 10%° bei geladenen Elemen-
tarteilchen. Man muf} fragen, ob die Existenz einer
statischen Mehrteilchenlosung in der Becuertschen
Theorie bedeutet, daB die Summe aller Krafte auf
jedes materie- und ladungserfiillte Volumelement
verschwindet. Ob es sich um ein stabiles, labiles oder
instabiles Gleichgewicht handelt, ist dabei erst in
zweiter Linie wichtig: zwei geladene Korper, die
nicht festgehalten werden, konnen iiberhaupt nicht
gegeneinander ruhen, wenn nur CouLomssche und
Newrtonsche Krafte wirken und 7 == 1 ist.

Aus dem streng giiltigen Bewegungsgesetz der
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Materie (17) folgt nun wegen FV“=dux,/ds,
Vi=172=V73=0, guw=0, wenn u==v,
Bue=gun (2, 73),  V4=1/Vgus:
_U V"ZV; Bult | 4 F,,=0;
8
~UVVeubur L cpiF, —0.  (74)
844

Wir fithren nach (18), (20) die physikalischen Kom-
ponenten E; und E, ein; dann folgt durch Vergleich
mit den Dichten ¢ und 0y, aus (24), (25):
€ 8u
Qo 2 84 V8&n
C8upp
Fals 281V e

+0oE,=0;

E,=0. (75)
Diese Gleichungen sprechen aber das Gleichgewicht
zwischen der Couroms-Kraft 9 dry € und der Gra-
vitationskraft 0y, dv; ® in jedem Volumen d7; aus;
® ist die Feldstirke des Gravitationsfeldes mit den
Komponenten:
T _,,Cfig,ur‘.;
Gl T 28uVen’ Ca= 288w’
Fir das statische Modell eines geladenen Teilchens
driickt die Gl. (75) anscheinend einen krassen Wi-
derspruch zur Erfahrung aus, denn die Gravitation
ist auch in vom Teilchen weit entfernten Gebieten
der Couroms-Kraft gleich, wihrend sie im Experi-
ment um den Faktor 4,2-10% beim Elektron,
1,2:10% beim Proton kleiner ist. Ahnliche Schwie-
rigkeiten entstehen bei Mehrteilchenmodellen, wenn
es sich um weit voneinander entfernte Korper han-
delt, bei denen das Gleichgewicht (75) sicher nicht
besteht. Nun wire es moglich, da} in einer quanti-
sierten Form der Theorie sich zeigen wiirde, dafl
die Abstinde 2a zwischen den Teilchen von der
GroBenordnung der L; sind, wie man es fiir das Mo-
dell eines Atomkerns annehmen miifite. Eine starke
Stiitze fur diese Auffassung, dal @ und die L; in
dieser Weise gekoppelt sein sollten, ist in unserem
Ergebnis zu sehen, daf} alle Teilchen einer Losung
gleichnamig geladen sind (das Losungsverfahren fiir
zwei Teilchen 1a6t sich auch fiir beliebig viele Teil-
chen verwenden); auch der Atomkern trégt— min-
destens im Durchschnitt — eine einheitliche positive
Ladung. Gébe es eine statische Losung, die zwei ge-
ladenen Teilchen mit verschiedenen Ladungsvorzei-
chen entspriche, so wiirde das gar nicht verstehbar
sein, weil CourLoms-Kraft und Gravitation in glei-

(76)

14 K. Becuert, Ann. Phys., Lpz. 16, 97 [1955].
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chem Sinne, nidmlich anziehend, wirken wiirden.
Demgegeniiber ist es bei dichter Packung der Teil-
chen verstindlich, daB die Gebiete stark nichteukli-
discher Metrik sich iiberlappen und dadurch mog-
licherweise die LadungsabstoBung nicht nur beim
Einzelteilchen, sondern im ganzen Kern kompensiert
wird.

§ 9. Das Problem einer rotierenden Ladungs-
verteilung mit Magnetfeld

Laft man nicht nur elektrostatische, sondern auch
magnetostatische Felder zu, so miissen raumliche
Komponenten V1, V2 oder V'3 der Vierergeschwin-
digkeit von Null verschieden sein: es findet eine
Stromung der Ladungen und Ruhmassen statt. Sol-
che zeitunabhingigen Losungen sollen stationér hei-
Ben. Insbesondere 1aBt sich eine rotierende, achsial-
symmetrische Ladungs- und Ruhmassenverteilung
behandeln. Nachdem in der Becuerrschen Theorie
das statische Modell einer Couroms-Ladung aufge-
stellt werden kann, sollte man auch die Existenz von
Lésungen erwarten, die einem geladenen Teilchen
mit Eigendrehung entsprechen. Aus ihnen konnte
das Verhiltnis des Ladungsquadrats zum Dreh-
impuls berechnet werden, das in einer quantisierten
Form der Theorie der SommerrELDschen Feinstruk-
turkonstanten a =27 ey?/hc=1/137 entsprechen
wiirde. Das Problem eines Teilchens mit Eigendre-
hung in der Lorentz-invarianten Fassung der Theo-
rie ist von Becuert bereits behandelt worden 4.

Gehen wir wiederum vom zylindersymmetrischen
Linienelement
ds? = guv dzu dz, = e 727 [e2* (d 2F + da3) + 2 d a3]

+e2rdxi (77)
aus, so konnen wir die friiher abgeleiteten Aus-
dricke (28) fiir den Kriimmungstensor verwenden.
4, v sowie die iibrigen FeldgroBen sollen nur von z,
und z, abhidngen. Das elektromagnetische Feld sei
statisch und ohne azimutale (z;-)Komponenten;
dann ist mit der Deutung (18), (20) :

F2=0; F3*=0; (78)

Nimmt man C == 0 an, d. h. es gibt irgendwo Ladun-
gen, dann folgt aus diesen Ansétzen:

F# == 0 sonst.

Vi=V2=0; V3V,+V4V,=vi+vi=1. (79)
Erfillt man diese Beziehung mittels (21) :
B S S S L1
BT gt Ty Pl
Z=e2=1, (80)
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so kann f und ndherungsweise fiir kleine § auch
|vg| als das Verhiltnis der Materiegeschwindigkeit
in der zg-Richtung zur Lichtgeschwindigkeit gedeu-
tet werden. Aus den Feldgln. (9), (14) laBt sich vy

als Funktion von 4, » gewinnen:
4(}.]1]1 + Alg]g + v‘lzl + 'V‘Izz — A'V) A'V' v§
(81)

= (A + Aigiz + vy + 1})?
A 2 2\ (A A
- <x|11 — % Viz) - (;_.!12 —2v ”lz)'

Setzt man hierin v;=0 ein, so wird man auf die
Gl. (44) zuriickgefiihrt, die fiir unsere statischen
Lésungen von entscheidender Bedeutung war. Die
17 Feldgln. der Becuerrschen Theorie (9) bis (12)
lassen sich auf drei nichtlineare, noch einigermafien

ibersichtliche Diff.-Gln. zuriickfithren, deren Lo-

S. VENKATARAMAN

sungsmoglichkeiten von Becuerr und LinDNER un-
tersucht werden. Beim Aufsuchen von Losungen
kann man einmal von erweiterten Losungen der sta-
tischen Modelle ausgehen, zum anderen 146t sich der
ungefihre Verlauf der elektromagnetischen Feldstar-
ken in groBerer Entfernung von einer rotierenden
Ladungsverteilung aus klassischen Uberlegungen ge-
winnen.

Mein herzlicher Dank gilt Herrn Professor Becuerr,
der mich nicht nur bei vielen unbefriedigend verlaufe-
nen Losungsversuchen seiner Feldgleichungen unermiid-
lich beraten hat, sondern auch an dem Auffinden der
geschilderten Losungen mitbeteiligt war. Der Studien-
stiftung des Deutschen Volkes und dem Lande Rhein-
land-Pfalz danke ich fiir die grof3ziigige Bereitstellung
von Geldmitteln zur Durchfithrung dieser Untersuchun-
gen.

Theory of Optical Activity of Molecules, Polymer Chains and Crystals

By S. VENKATARAMAN

Department of Physics, University of Madras, Guindy, Madras 25, India
(Z. Naturforschg. 16 a, 356—362 [1961] ; eingegangen am 27. Mai 1960)

The polarisability theory of optical activity has been fully worked out in tensor notation, giving
formulae for birefringence and optical activity of a crystal kept in an arbitrary orientation in a
beam of light. It is shown that the theory so developed can also be applied to a simple molecule or
a polymer chain of fixed orientation, with some minor modifications. Compact formulae have been
obtained useful for these cases, which also bring out the idea of “coupled oscillators” for the occur-
rence of optical activity. The formulae can also be averaged over all orientations and this leads to
an expression for the specific rotation of a solution of a polymer containing helical chains. The
theory, as applied to the a-helix and other helices occurring in proteins and polypeptides is being

reported separately.

Theories of optical activity are generally of two
types, either involving coupled oscillators !, or pure-
ly in terms of optical principles, usually referred to
as the polarisability theory 2. Kirkwoop ? has shown
that the quantum mechanical formulation of the
coupled oscillators leads to the polarisability theory
when certain reasonable approximations are made.
RamacuaNDRAN 4 has applied the polarisability theory
for calculating the rotatory power of f-quartz and
some other crystals of simple structure, and has
found reasonably satisfactory agreement with ex-
periment. But similar calculations, from first prin-
ciples, cannot be attempted on crystals having a
more complicated structure, because of the for-

1 eg. M. Bory, Phys. Z. 16, 251 [1915].

2 eg. G. N. Ramacuanoran, Proc. Ind. Acad. Sci. A 33, 217
[1951], which contains also detailed references to earlier
literature.

bidding nature of the numerical computations. In
this paper a general mathematical formulation of
the polarisability theory is presented. Formulae are
given in a very compact form by making use of ten-
sor notation, and they may be conveniently used in
calculating the rotatory power of crystals or solu-
tions, i. e., randomly orientied molecules or chains
of molecules. The method also leads to similar com-
pact formulae for calculating the refractive indices
of crystals for different directions. The theoretical
formulae derived here have been applied to calculate
the optical activity of helical structures such as poly-
peptides. This will be reported separately.

3 J. G. Kirgwoop, J. Chem. Phys. 5, 479 [1937].
4 G.N.Ramacuraxpray, Proc. Ind. Acad. Sci. A 33,309[1951];
34,127 [1951].



